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1 Introduction

Les ondelettes s’inscrivent dans la ligné des outils introduits pour palier au manque de localisation

de la transformée de Fourier. On sait en e�et que la décroissance de la transformée de Fourier est inti-

mement liée à la régularité de la fonction étudiée et la présence d’une irrégularité a�ectera l’ensemble

de la transformée. On fait en général débuter la théorie moderne des ondelettes aux travaux de J. Mor-

let et A. Grossmann ([14]) en traitement du signal. Une étape essentielle a ensuite été franchie par Y.

Meyer en introduisant la première base d’ondelette orthonormée([12]). Peu après S. Mallat démontre

que la notion d’analyse multirésolution permet de systématiser la construction de bases d’ondelettes

orthonormée([10]), y compris la base de Meyer. Dans ce document nous ne nous intéresserons qu’à

ces bases d’ondelettes orthonormées issues d’analyses multirésolutions. Ces dernière sont particuliè-

rement importantes car donnant lieu à des algorithmes de calcul particulièrement rapides.

Terminons cette introduction par quelques remarques concernant les notions. Dans ce document

F dénotera l’opérateur qui à une distribution tempérée f associe sa transformée de Fourier f̂ .

2 Analyse multirésolution

Dé�nition 2.1 (Base de Riesz). Une famille {ej} est une base de Riesz pour un espace de Hilbert H
si, et seulement si, elle véri�e

1. les combinaisons linéaires �nies

∑
βiei sot denses dans H ,

2. il existe deux constantes strictement positives A et B telles que pour toute suite �nie (βi) on ait

A
∑
|βi|2 ≤ ‖

∑
βiei‖2H ≤ B

∑
|βi|2

�

Dé�nition 2.2 (Analyse multi-résolution). Une analyse multi-résolution est une famille de sous-espaces

fermés (Vn)n∈Z de L2(Rn) qui véri�e les propriétés suivantes

1. Vj ⊂ Vj+1 pour tout j ∈ Z,

2. f(·) ∈ Vj si, et seulement si, f(2·) ∈ Vj+1 pour tout j ∈ Z,

3. on a

⋂
j∈Z Vj = {0},

4. la réunion

⋃
j∈Z Vj est dense dans L2(R),

5. il existe une fonction g ∈ V0 telle que la famille {g(· − k)}k∈Z soit une base de Riesz pour V0.

�

Remarque 2.1. Compte tenu du point 1 de la dé�nition, les propriétés 3 et 4 sont respectivement

équivalentes à limj→−∞ PVjf = 0 dans L2(R) et limj→+∞‖f − PVjf‖L2 = 0 où l’on a noté PVj
la projection de L2

sur le sous-espace Vj . Les projections sont bien dé�nies car les Vj sont supposés

fermés.

Si on se donne une analyse multi-résolution (Vj)j∈Z et une fonction f ∈ V0 la relation

f(x) =
∑

hkg(x− k) (1)

peut être ré-exprimée grâce à la transformée de Fourier et on obtient

f̂(ξ) =

∫ ∑
hkg(x− k)e−iξx dx =

∫ ∑
hkg(x)e−iξ(x+k) dx

=
∑

hke
−iξk

∫
g(x)e−iξx dx = H(ξ)ĝ(ξ)
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où H(ξ) =
∑
hke
−iξk

est une fonction 2π-périodique.

Alors en utilisant la formule de Plancherel ‖f‖2L2 = (2π)−1‖f̂‖2L2 et le fait que ‖
∑
hke
−iξk‖L2(T) =∑

|hk|2 on est en mesure de traduire la seconde condition de la dé�nition 2.1 d’une base de Riesz

A
∑
|hk|2 ≤ ‖

∑
hkg(· − k)‖2L2 ≤ B

∑
|hk|

dans le domaine de Fourier. Il su�t pour cela de remarquer que ‖f‖2L2 = ‖
∑
hkg(· − k)‖2L2 =

1
2π‖Hĝ‖

2
L2 et

‖Hĝ‖2L2 =

∫
R
|H(ξ)ĝ(ξ)|2 dξ =

∫
R

∣∣∣∣∣H(ξ)

(∑
m∈Z

ĝ(ξ + 2mπ)χ[0,2π[(ξ)

)∣∣∣∣∣
2

dξ

=

∫ 2π

0
|H(ξ)|2

[∑
m∈Z
|ĝ(ξ + 2mπ)|2

]
dξ.

A ce stade nous avons montré que

A‖H‖2L2(T) ≤
∫ 2π

0
|H(ξ)|2

[∑
m∈Z
|ĝ(ξ + 2mπ)|2

]
dξ ≤ B‖H‖2L2(T). (2)

Cet encadrement étant vrai pour toute fonction H(ξ) dans L2(T), on peut en particulier choisir

H(ξ) = 1√
N+1

∑N
k=0 e

ikξ
et dans ce cas on a

|H(ξ)|2 = H(ξ)H(ξ) =
1

N + 1

N∑
k=−N

(N + 1− |k|)eikξ =

N∑
k=−N

(
1− |k|

N + 1

)
eikξ = KN (ξ)

où KN (ξ) est le noyau de Fejér. En posant alors γ(ξ) = |
∑
ĝ(ξ + 2mπ)|2, qui est une fonction de

L1(T), on trouve l’encadrement

A‖KN (· − ξ0)‖2L2(T) ≤
∫ 2π

0
Kn(ξ − ξ0)γ(ξ) dξ ≤ B‖KN (· − ξ0)‖2L2(T).

Or

∫ 2π
0 Kn(ξ−ξ0)γ(ξ) dξ = KN ∗γ(ξ0) et on sait que dans ce cas on a limN→+∞KN ∗γ(ξ0) = γ(ξ0)

pour presque tout ξ0 ∈ T (voir par exemple [8], théorème I.2.11). On a donc montré

Ã ≤
∑
m∈Z
|ĝ(ξ0 + 2mπ)|2 ≤ B̃ (3)

pour presque tout ξ0 ∈ T où Ã et B̃ sont des constantes strictement positives.

On cherche à présent à obtenir une base orthogonale du sous-espace V0. Pour cela supposons que

l’on dispose d’une telle base (φ(· − k))k∈Z. La relation d’orthonormalité s’exprime alors par

〈φ(· − k) | φ(· − l)〉L2 =
1

2π

〈
φ̂(· − k) | φ̂(· − l)

〉
L2

=
1

2π

∫
e−ikξφ̂(ξ)e−ilξφ̂(ξ) dξ

=
1

2π

∫ ∣∣∣φ̂(ξ)
∣∣∣2 ei(l−k)ξ dξ = F−1

(∣∣∣φ̂∣∣∣2) (l − k) = δl−k.

On peut alors montrer via la formule de Poisson que la famille (φ(· − k))k∈Z est orthonormale si, et

seulement si, on a la relation ∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ξ + 2kπ)
∣∣∣2 = 1. (4)
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On exprime alors la fontion φ dans la base de Riesz (g(· − k))k∈Z du sous-espace V0 et comme plus

haut on trouve que φ̂(ξ) = H(ξ)ĝ(ξ) où H est une fonction 2π-périodique. La relation (4) nous donne

alors ∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ξ + 2kπ)
∣∣∣2 =

∑
k∈Z
|H(ξ + 2kπ)|2 |ĝ(ξ + 2kπ)|2 = |H(ξ)|2

∑
k∈Z
|ĝ(ξ + 2kπ)|2 = 1

et alors on a

H(ξ) =

(∑
k∈Z
|ĝ(ξ + 2kπ)|2

)−1/2
cette quantité étant �nie pour presque tout ξ d’après (3). De plus toujours en utilisante (3) on peut voir

que (φ(· − k))k∈Z est une base de Riesz de V0. On a donc démontré le théorème ci-dessous.

Théorème 2.1. Soit (Vj)j∈Z une analyse multirésolution et g la fonction donnant la base de Riesz du
sous-espace V0 on dé�nit alors la fonction d’échelle φ de l’analyse multirésolution par

φ̂(ξ) = ĝ(ξ)

(∑
k∈Z
|ĝ(ξ + 2kπ)|2

)−1/2
.

Alors la famille (φ(· − k))k∈Z est une base orthonormée du sous-espace V0.

Dé�nition 2.3. Une analyse multirésolution est dite r-régulière pour un entier naturel r si sa fonction

d’échelle φ véri�e

(i) φ est r − 1 fois continument dérivable,

(ii) φ est r fois dérivable presque partout,

(iii) pour tout multi-indice α ∈ N tel que α ≤ r et tout m ∈ N on a∫
(1 + |x|)m

∣∣∣φ(α)(x)
∣∣∣2 dx < +∞.

�

Dans la suite on notera φj,k la fonction x 7→ 2j/2φ(2jx− k). En remarquant alors que

〈φj,k | φj,l〉L2 = 2j
∫
φ(2jx− k)φ(2jx− l) dx =

∫
φ(x− k)φ(x− l) dx = 〈φ0,k | φ0,l〉L2 = δl−k.

Soit alors f ∈ Vj d’après le point 2 de la dé�nition 2.2 on a que f(2−j ·) ∈ V0, on peut alors exprimer

cette fonction dans la base (φ0,k)k∈Z et en changeant de nouveau d’échelle on peut exprimer la fonction

f dans la famille (φj,k)k∈Z. On a donc montré que la famille (φj,k)k∈Z était une base orthonormée pour

le sous-espace Vj pour tout j ∈ Z.

3 Filtres d’échelle

Jusqu’ici nous nous avons considéré que nous disposions d’une analyse multirésolution pour dé-

duire la fonction d’échelle. Dans la pratique il s’agit d’une situation peu vraisemblable. Nous allons à

présent déterminer les conditions qui permettent de construire une analyse multirésolution, c’est-à-

dire que l’on cherche à déterminer si une fonction φ donnée est une fonction d’échelle pour une analyse

multirésolution.

On commence par remarquer que pour une analyse multi-résolution (Vj)j∈Z on a V−1 ⊂ V0 et en

particulier 2−1/2φ(·/2) ∈ V0. On peut alors exprimer cette fonction dans la base {φ0,k}k∈Z de V0

1√
2
φ
( ·

2

)
=
∑
k∈Z

αkφ(· − k).
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En prenant la transformée de Fourier des deux côtés on trouve

1√
2

∫
φ
(x

2

)
e−iξx dx =

∑
k∈Z

∫
αkφ(x− k)e−iξx dx

alors

√
2

∫
φ(x)e−2iξx dx =

∑
k∈Z

∫
αkφ(x)e−iξ(x+k) dx

donc φ̂(2ξ) = m0(ξ)φ̂(ξ).

Où l’on a noté m0(ξ) =
∑

k∈Z 2−1/2αke
ikξ

. Ce que l’on peut réécrire

φ̂(ξ) = m0(ξ/2)φ̂(ξ/2).

En itérant cette dernière forme et comme limn→+∞ φ̂(2−nξ) = φ̂(0) on trouve

φ̂(ξ) =

+∞∏
j=1

m0(2
−jξ)

 φ̂(0).

On commence par supposer que les fonctions m0 et φ sont telles que ce produit est bien dé�ni.

Proposition 3.1. Soit φ une fonction d’échelle etm0 comme ci-dessus. Alors on a

|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 (5)

et m0(0) = 1. (6)

Démonstration. On ne démontre que montre l’égalité (5). En utilisant la relation (4) on trouve

1 =
∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(2(ξ + kπ))
∣∣∣2 =

∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ξ + kπ)
∣∣∣2 |m0(ξ + kπ)|2

= (|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2)
∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ξ + kπ)
∣∣∣2 = |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 .

Pour la seconde égalité se démontre en montrant d’abord que φ̂(0) = 1. La démonstration peut

être trouvée dans [2]. �

Le théorème donne les conditions nécessaires sur une fonction m0 de sorte que φ dé�nisse une

analyse multi-résolution.

Théorème 3.1 (Mallat). Sim0 est une fonction 2π-périodique C1 et véri�ant
(i) |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1,

(ii) m0(0) = 1,

(iii) infξ∈[−π/2,π/2] |m0(ξ)| > 0.
Alors

φ̂(ξ) =

+∞∏
k=1

m0(2
−kξ)

dé�nit une fonction d’échelle φ associée à une analyse multi-résolution. En particulier

Vj = Vect [{φj,n}n∈Z] .

Démonstration. La démonstration de ce résultat est assez longue et technique, elle peut être trouvée

dans [10] ou [9]. On se contente ici de commenter les hypothèses. On a vu plus haut que les hypothèses

(i) et (ii) étaient nécessaires pour obtenir un analyse multirésolution. De plus ensembles la première ga-

rantit que |m0(ξ)| ≤ 1 et donc la convergence du produit. L’hypothèse (iii) est une condition su�sante

pour l’orthogonalité de la famille engendrée par la fonction d’échelle. �
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La condition (iii) du théorème ci-dessus à été a�aiblie par A. Cohen dans [1] pour obtenir le résultat

ci-dessous.

Théorème 3.2 (Cohen). Supposons que m0 soit une fonction C1 2π-périodique telle que |m0(ξ)|2 +
|m0(ξ + π)|2 = 1 et m0(0) = 1. Supposons de plus qu’il existe un compact K de R congru à [−π, π]
modulo 2π, c’est-à-dire que K est réunion �nie d’intervalles et est tel que pour presque tout ξ ∈ [−π, π]
il existe ω ∈ K tel que ξ − ω ∈ 2πZ, contenant 0 et tel que pour tout ξ ∈ K et tout entier j > 0 on ait
m0(2

−jξ) 6= 0. Alorsm0 engendre une analyse multirésolution.

Remarque 3.1. En considérant le compact K = [−5π/2,−3π/2]∪ [−π/2, π/2]∪ [3π/2, 5π/2], dont

on peut facilement véri�er qu’il est congru à [−π, π] module 2π pour une fonction m0 comme dans le

théorème 3.2 on observe que ce dernier implique bien le théorème 3.1.

En�n les �ltre d’échelles sont intéressants pour caractériser le support de la fonction d’échelle et,

comme nous le verrons plus loin, des ondelettes.

Théorème 3.3. Soitm0(ξ) =
∑

k∈Z αke
−ikξ un �ltre d’échelle et φ la fonction d’échelle associée. Alors

la fonction φ est à support compact si, et seulement si, la suite (αk)k∈Z n’admet qu’un nombre �ni de
termes non-nuls.

Démonstration. Supposons pour commencer que φ soit à support compact, on peut en particulier

supposer que son support est inclus dans [−R,R] pour un réel strictement positif R. La relation

αk = 2−1/2
∫
φ(x/2)φ(x− k)dx implique que αk = 0 dès que |k| > 3R.

Réciproquement si on suppose que m0(ξ) =
∑N2

k=N1
αke

−ikξ
où N1 et N2 sont deux entier. On

va utiliser la relation φ̂(ξ) =
∏
j>0m0(2

−jξ). On pose Tj =
∑N2

k=N1
αkδ2−jk pour tout j > 0, de

sorte que FTj = m0(2
−j ·) au sens des distributions. On en déduit alors que φ̂ = F(T ) où l’on a posé

T = T1 ∗ T2 ∗ · · · . Il su�t alors de voir que Supp T ⊂ [
∑

j>0 2−jN1,
∑

j>0 2−jN2] = [N1, N2]. �

Remarque 3.2 (Algorithme en cascade). Les �ltres d’échelle n’admettant qu’un nombre �ni de coef-

�cients non-nuls sont particulièrement intéressants d’un point de vue calculatoire. En e�et en inver-

sant la transformée de Fourier on peut voir que la relation φ̂(ξ) =
(∑

k∈Z αke
−ikξ) φ̂(ξ/2) devient

φ(x) =
∑

k∈Z αkφ(2x− k). Si on suppose alors que les αk sont presque tous nuls, on obtient un algo-

rithme (dit “en cascade”) pour calculer une approximation de la fonction d’échelle. On part en e�et de

φ0 = χ[−1/2,1/2] et par récurrence φn+1(x) =
∑

k∈Z αkφn(2x−k). Cette construction a été introduite

par I. Daubechies dans [5].

4 Construction des bases d’ondelettes

Nous sommes à présent en mesure d’introduire les bases orthonormées d’ondelettes. Comme on a

Vj ⊂ Vj+1, on peut, pour tout j ∈ Z, considérer le complémentaire orthogonal Wj de Vj dans Vj+1,

c’est-à-dire que Vj⊕⊥Wj = Vj+1. Supposons que l’on ait une une fonction ψ deW0 telle que la famille

{ψ(· − k)}k∈Z soit une base orthonormée de W0. Alors par changement d’échelle

ψj,n(x) = 2j/2ψ
(
2jx− k

)
la famille {ψj,n}n∈Z sont des bases orthonormées de Wj pour chaque j ∈ Z. De plus on note que

Vj ⊕⊥Wj = Vj+1 = (Wj+1)
⊥ ∩ Vj+2. On en déduit que les sous-espaces (Wj)j∈Z sont orthogonaux.

Soit alors f ∈ L2(R) et fj = PVj+1(f) − PVj (f) = PWj (f). D’après la remarque 2.1 on a que∑
j∈Z fj = f . On a donc

L2(R) =
⊥⊕
j∈Z

Wj .
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On a donc �nalement montré que la famille {ψj,n}(j,n)∈Z2 est une base hilbertienne de L2(R) que l’on

appelle base d’ondelettes. Il nous reste donc à voir comment obtenir la fonction ψ.

On rappelle que pour une analyse multi-résolution de fonction d’échelle φ, on a la relation

φ̂(2ξ) = m0(ξ)φ̂(ξ)

où m0 est une fonction 2π-périodique telle que m0(0) = 1 et |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1. On

introduit alors la fonction

m1(ξ) = e−iξ m0(ξ + π).

Cette fonction est alors aussi une fonction 2π-périodique. On dé�nit alors la fonction ψ comme étant

la fonction dé�nie par la relation

ψ̂(2ξ) = m1(ξ)φ̂(ξ). (7)

On montre à présent que la fonction ψ engendre un base orthonormée de W0.

Proposition 4.1. La fonction ψ dé�nie ci-dessus véri�e la relation∑
l∈Z

∣∣∣ψ̂(ξ + 2lπ)
∣∣∣2 = 1. (8)

Démonstration. On a∑
k∈Z

∣∣∣ψ̂(ξ + 2kπ)
∣∣∣2 =

∑
k∈Z
|m1(ξ/2 + kπ)|2

∣∣∣φ̂(ξ/2 + kπ)
∣∣∣2

= (|m1(ξ/2)|2 + |m1(ξ/2 + π)|2)
∑
k∈Z

∣∣∣φ̂(ξ/2 + kπ)
∣∣∣2

= |m0(ξ/2 + π)|2 + |m0(ξ/2)|2 = 1

D’après la proposition 3.1. �

Proposition 4.2. Soit φ une fonction d’échelle et ψ comme ci-dessus, pour tout (k, l) ∈ Z2 on a

〈ψ(· − k) | φ(· − l)〉L2 = 0.

En particulier on a

Démonstration. On a

〈ψ(· − k) | φ(· − l)〉L2 =
1

2π
〈F(ψ(· − k)) | F(φ(· − l))〉L2 =

1

2π

〈
ψ̂e−ik· | φ̂e−il·

〉
L2

=
1

2π

∫
R
ψ̂(ξ)φ̂(ξ)e−i(k−l)ξ dξ

=
1

2π

∫ 2π

0

(∑
m∈Z

ψ̂(ξ + 2mπ)φ̂(ξ + 2mπ)

)
e−i(k−l)ξ dξ.

Or on a aussi∑
m∈Z

ψ̂(ξ + 2mπ)φ̂(ξ + 2mπ) =
∑
m∈Z

m1(ξ/2 +mπ)φ̂(ξ/2 +mξ)m0(ξ/2 +mπ) φ̂(ξ/2 +mπ)

=
(

(m1(ξ/2) +m1(ξ/2 + π))
(
m0(ξ/2) +m0(ξ/2 + π)

))∑
m∈Z

∣∣∣φ̂(ξ/2 +mπ)
∣∣∣2 .

Or en développant les expressions de m0 et m1 on peut montrer que

(m1(ξ/2) +m1(ξ/2 + π))
(
m0(ξ/2) +m0(ξ/2 + π)

)
= 0.

Ce qui montre le résultat. �
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On peut de alors voir que ψ̂(2·) = F(1/2ψ(·/2)) d’après la relation (7) on a alors que ψ(·/2) ∈ V0
et donc ψ ∈ V1. De plus avec la proposition 4.2 on a que ψ ∈W0. On peut alors remarquer que

〈ψ(· − k) | ψ(· − l)〉L2 =
1

2π

〈
ψ̂(· − k) | ψ̂(· − l)

〉
L2

=
1

2π

∫
e−ikξψ̂(ξ)e−ilξψ̂(ξ) dξ

=
1

2π

∫ ∣∣∣ψ̂(ξ)
∣∣∣2 ei(l−k)ξ dξ =

1

2π

∫ 2π

0
ei(l−k)ξ

∑
m∈Z

∣∣∣ψ̂(ξ + 2mπ)
∣∣∣2 dξ

=
1

2π

∫ 2π

0
ei(l−k)ξ dξ = δl−k

où l’on a utilisé la proposition 4.1 pour obtenir l’avant-dernière égalité. Ce qui montre que la famille

(ψ0,k)k∈Z est une base orthonormale de W0. On peut alors appliquer un argument de changement

d’échelle pour obtenir le théorème ci-dessous.

Théorème 4.1. Soit ψ la fonction dé�nie par la relation (7). Pour tout j, k ∈ Z on note ψj,k la fonction
x 7→ 2j/2ψ(2jx − k). Alors pour tout j ∈ Z la famille (ψj,k)k∈Z est une base orthonormée deWj et de
plus la famille (ψj,k)(j,k)∈Z2 est une base orthonormée de L2(R).

On peut alors exploiter la structure hilbertienne de L2(R) pour dé�nir la transformé en ondelettes.

Dé�nition 4.1. Soit f ∈ L2(R) et ψj,k une base orthonormale d’ondelettes. La transformée en onde-

lettes de f est donnée par

W(f) =
∑

(j,k)∈Z2

〈f | ψj,k〉L2 ψj,k

et on a de plus

‖f‖2L2 =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

∣∣〈f | ψj,k〉L2

∣∣2 .
�

Remarque 4.1 (Algorithme en cascade). On reprend à présent le raisonnement mené dans la remarque

3.2. On commence par noter quem1(ξ) =
∑

k∈Z βke
−ikξ

où βk = (−1)kα1−k et en reprenant le même

raisonnement que dans la remarque 3.2 et on obtient que ψ(x) =
∑

k∈Z βkφ(2x − k). Ceci permet

d’étendre l’algorithme en cascade pour le calcul des ondelettes à support compact. De nouveau on

revoie à [5] pour plus de détails.

Proposition 4.3. Soit φ une fonction d’échelle à support compact etm1 =
∑
βke
−ikξ le �ltre d’échelle

conjuguée. Alors la suite (βk)k∈Z est à support compact. De plus l’ondelette ψ associée est aussi à support
compact.

Démonstration. On a vue au théorème 3.3 le fait que φ soit à support compact implique que la suite

(αk)k∈Z est à support compact, en reprenant alors la remarque 4.1 il devient clair que la suite (βk)k∈Z
est aussi à support compact. De plus en interprétant la relation ψ(x) =

∑
k∈Z βkφ(2x−k) au sens des

distributions on a ψ(x) =
(∑

k∈Z βkδk
)
∗φ(x). On peut alors utiliser le résultat habituel sur le support

des convolution de distribution à support compact pour a�rmer que ψ est à support compact. �

5 Régularité des bases d’ondelettes

Les bases d’ondelettes construites à partir d’analyses multirésolution régulières sont particulière-

ment utiles. La proposition suivante fait le lien entre le régularité de l’analyse multirésolution et la

base d’ondelettes.
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Proposition 5.1 (Meyer). Soit ψ une ondelette construite à partir d’une analyse multi-résolution r-
régulière. Alors pour 0 ≤ n ≤ r on a

dn

dξn
ψ̂(0) = (−i)n

∫
xnψ(x) dx = 0.

On dit alors que ψ admet r moments nuls.

Démonstration. Soitx0 ∈ R tel queψ soit r-fois dérivable enx0 et telle que lesψ(x0), ψ
′(x0), . . . , ψ

(r)(x0)
sont tous non-nuls. En e�et on peut montrer que 1/2ψ((x + 1)/2) =

∑
(−1)kαkφ(x − k), on peut

alors en déduire que ψ hérite des propriétés de régularité de φ. Pour chaque j ∈ Z, on dé�nit kj comme

étant l’entier tel que 2−jkj ≤ x0 ≤ 2−j(kj + 1). Pour j > 0, on a

0 =
〈
ψ | ψj,kj

〉
L2 =

〈
ψj,kj | ψ

〉
L2 =

√
2j
∫
ψ(x)ψ(2jx− kj) dx

=
√

2j
∫ [

ψ(x0) + (x− x0)ψ′(x0) + · · ·+ (x− x0)r
ψ(r)(x0)

r!
(1 + α(x+ x0))

]
ψ(2jx− kj) dx

Où on a utilisé un développement de Taylor à l’ordre r de ψ en x0. Par le changement de variable

x 7→ 2−jx+ x0, on trouve

0 = 2jψ(x0)

∫
ψ(x+ 2jx0 − kj) dx+ 2−2jψ′(x0)

∫
xψ(x+ 2jx0 − kj) dx+ · · ·

+ 2−(r+1)j ψ
(r)(x0)

r!

∫
xr(1 + α(2−jx))ψ(x+ 2jx0 − kj) dx. (9)

Par construction on a

∣∣2jx0 − kj∣∣ ≤ 1 et comme de plus pour toutm ∈ N∗ et tout n tel que 0 ≤ n ≤ r
on a ∫

(1 + |x|)m |ψ(x)|2 dx < +∞.

les intégrales

∫
xnψ(x + 2jx−kj) dx sont uniformément bornées pour tous 0 ≤ n ≤ r et j ∈ Z. On

peut replacer x par x− 2jx0 + kj , multiplier par 2j et faire tendre j → +∞. Alors tous les termes de

la somme (9) à l’exception du premier tendent vers 0. On a donc

0 = ψ(x0) =

∫
ψ(x) dx.

En multipliant cette fois par 22j on trouve

∫
ψ′(x) dx = 0. On peut itérer le processus pour montrer

que toutes les intégrales sont nulles. Ce qui montre le résultat. �

On peut aussi caractériser les moments nuls d’une ondelette par le �ltre d’échelle qui lui est asso-

ciée. En e�et si on suppose que φ̂ appartient à l’espace de Sobolev Hr
pour un entier r. Alors φ̂ admet

r dérivées au sens faible dansL2
. En supposant de plus que le �ltre d’échellem0 soit lui aussi r fois déri-

vable, on peut alors appliquer la formule de Leibniz pour dériver r fois ψ̂(ξ) = e−iξm0(ξ/2 + π)φ̂(ξ/2).

Or on sait de plus que
dnn
dξn ψ̂(0) = (−i)n

∫
xnψ(x)dx. On voit alors qu’il su�t quem0 et ses r premières

dérivées s’annulent en π pour que ψ admette r moments nuls. En réalité en considérant la proposition

3.1 on peut facilement voir qu’un �ltre d’échelle s’annule toujours en π. Il su�t donc de véri�er les

dérivées. On résume le raisonnement que l’on vient de réaliser dans la proposition ci-dessous.

Proposition 5.2. Soit ψ une ondelette construite à partir d’une analyse multi-résolution de fonction
d’échelle φ et de �ltre d’échelle m0. Alors si φ̂ appartient à l’espace de Sobolev Hr et si les r premières
dérivées dem0 s’annulent en π, l’ondelette ψ admet r moments nuls.

Remarque 5.1. On peut trouver une réciproque de ce résultat dans [10].
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Figure 1 – Ondelette de Haar

6 Quelques exemples de bases d’ondelettes

6.1 Ondelette de Haar

Le système de Haar est bien antérieur à la notion d’ondelette([6]) il se révèle cependant très bien

s’intégrer à la théorie et constitue même un exemple assez simple de base d’ondelettes que l’on peut

obtenir à partir d’un analyse multirésolution. Son analyse multirésolution est donnée par la fonction

d’échelle φ = χ[0,1]. On a alors

φ̂(ξ) =

∫ 1

0
e−iξt dt =

1− e−iξ

iξ

Par suite

φ̂(2ξ) =
1− e−2iξ

2iξ
=

1 + e−iξ

2
· 1− e−iξ

iξ
= m0(ξ)φ̂(ξ).

On a donc le �ltre d’échelle m0(ξ) = h0 + h−1e
−iξ = 1

2 + 1
2e
−iξ

. On en déduit l’expression du

�ltre conjugué m1(ξ) = e−iξm0(ξ + π) = e−iξ

2 −
1
2 = g1e

−iξ + g0. D’après la relation
1
2ψ(x/2) =∑

k∈Z gkφ(x− k) on trouve

1

2
ψ(x/2) =

1

2
φ(x)− 1

2
φ(x− 1).

On trouve �nalement l’expression de l’ondelette de Haar

ψ(x) = χ[0,1/2](x)− χ[−1/2,0](x). (10)

6.2 Ondelette de Shannon

Cet exemple est en quelque sorte le dual du système de Haar, au lieu d’être bien localisée en temps

l’ondelette est bien localisée en fréquence. L’ondelette de Shannon est obtenue à partir de l’analyse

multirésolution de Shannon donnée par la fonction d’échelle dé�nie par φ̂(ξ) = χ[−π,π](ξ) c’est-à-dire

que φ(x) = sin(πx)
πx , c’est la fonction qui intervient dans le théorème de Shannon-Whittaker. La relation

10



φ̂(2ξ) = m0(ξ)φ̂(ξ) donne que m0(ξ) = χ[−π/2,π/2](ξ) pour ξ ∈ [−π, π]. Comme il faut que le �ltre

d’échelle soit une fonction 2π-périodique on a m0(ξ) =
∑

k∈Z χ[−π/2,π/2](ξ − 2kπ). Par suite on a

ψ̂(ξ) = eiξ/2m0(ξ/2 + π)φ̂(ξ/2) = e−iξ/2m0(ξ/2 + π)χ[−2π,2π](ξ)

= e−iξ/2
(
χ[−2π,−π](ξ) + χ[π,2π](ξ)

)
.

En inversant la transformée de Fourier on trouve l’expression de l’ondelette de Shannon

ψ(ξ) =
sin(2π(ξ − 1/2))− sin(π(ξ − 1/2))

π(ξ − 1/2)
. (11)

Figure 2 – Ondelette de Shannon

6.3 Ondelette de Meyer

Il s’agit ici plutôt d’une famille d’ondelettes. Il s’agit du premier exemple de base d’ondelettes or-

thogonales, introduite par Y. Meyer en 1987 ([12]) sans le cadre des analyses multirésolution. Cette

fois-ci on commence par dé�nir le �ltre d’échelle. On pose m0 la fonction 2π-périodique dé�nie par

m0(ξ) =

{
1 si ξ ∈ [−π/3, π/3],

0 si |ξ| ∈ [2π/3, π]
(12)

en�n les valeurs dem0 pour |ξ| ∈ [π3, 2π/3], notre but étant de construire une analyse multirésolution

on souhaite faire en sorte que ces valeurs soient compatibles avec au moins le théorème 3.2. Un manière

de procéder est de choisir

m0(ξ) = cos

(
π

2
P

(
3 |ξ|
π
− 1

))
, |ξ| ∈ [π/3, 2π/3]

où P est une fonction qui va de 0 à 1 sur l’intervalle [0, 1], typiquement un polynôme, et telle que

P (x) + P (1 − x) = 1. On véri�e facilement que l’on a |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 pour que

|ξ| /∈ [π3, 2π/3] on a

|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 =

∣∣∣∣cos

(
π

2
P

(
3 |ξ|
π
− 1

))∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣cos

(
π

2
P

(
3 |ξ + π|

π
− 1

))∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣sin(π2P
(
−3 |ξ|
π

))∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣cos

(
π

2
P

(
−3 |ξ|
π

))∣∣∣∣2 = 1
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ce qui montre que m0 véri�e les hypothèses du théorème 3.1. On a alors la fonction d’échelle

φ̂(ξ) =
+∞∏
j=1

m0(2
−jξ).

On peut montrer que φ véri�e

φ̂(ξ) =

{
m0(ξ/2) si |ξ| ≤ 4π/3,

0 si |ξ| > 4π/3.

Finalement on obtient l’ondelette ψ par la formule habituelle et on peut de plus montrer que celle-ci

véri�e

ψ̂(ξ) =


0 si |ξ| ≤ 2π/3,

m1(ξ/2) si |ξ| ∈ [2π/3, 4π/3],

e−iξ/2m0(ξ/4) si |ξ| ∈ [4π/3, 8π/3],

0 si |ξ| > 8π/3.

Un choix possible pour la fonction P est le polynôme P (x) = x4(35− 84x+ 70x2 − 20x3).

Figure 3 – Ondelette de Meyer

6.4 Ondelettes de Daubechies

Les ondelettes de Daubechies sont une famille de bases d’ondelettes à support compact, de support

minimal, et de régilarité arbitrairement élevée, elles ont été introduites par I. Daubechies dans [5].

De nouveau on construit l’analyse multirésolution à partir d’un �ltre d’échelle qui véri�e les hypo-

thèses du théorème 3.1. On sait déjà d’après le théorème 3.3 que le polynôme trigonométrique qui dé-

�nitm0 doit avoir qu’un nombre �ni de coe�cients non-nuls. On fait de plus l’hypothèse quem0 peut

s’écrirem0(ξ) = (1/2(1+eiξ))NQ(eiξ) oùQ ∈ R[X]. On a alors

∣∣m0(e
iξ)
∣∣2 = (cos2(ξ/2))N

∣∣Q(eiξ)
∣∣2

et comme Q est à coe�cients réels on a que Q(eiξ) = Q(e−iξ) et on voit alors que

∣∣∣Q(eiξ)
∣∣∣2 =

(
M∑
k=0

αke
ikξ

)(
M∑
k=0

αje
−ikξ

)
=

M∑
k=0

βk(e
ikξ + e−ikξ) =

M∑
k=0

2βk cos(mξ)

et par linéarisation de cosn(ξ) on peut voir que

∣∣Q(eiξ)
∣∣2

peut s’écrire comme un polynôme en cos(ξ)
à coe�cients réels, ce qui est équivalent à l’écrire sous la forme d’un polynôme en 1/4 + cos(ξ)/2 =
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sin2(ξ/2). On a donc

∣∣m0(e
iξ)
∣∣2 = (cos2(ξ/2))NP (sin2(ξ/2)) = (1 − sin2(ξ/2))NP (sin2(ξ/2)).

Comme de plus sin2( ξ+π2 ) = cos2( ξ2), la relation |m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 s’écrit

(1− θ)NP (θ) + θNP (1− θ) = 1 (13)

où l’on a noté θ = sin2(ξ/2). Le �ltre d’échelle m0 est uniquement déterminé par le polynôme P , ce

dernier devant de plus véri�er P (x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0, 1]. On a alors le lemme ci-dessous.

Lemme 6.1 (Riesz). Soit P ∈ R[X] tel que P (x) ≥ 0 pour tout x ∈ [−1, 1]. Alors il existe Q ∈ R[X]

tel que P (cos(ξ)) =
∣∣Q(eiξ)

∣∣2 pour tout ξ ∈ R.

Démonstration. On va montrer que l’on peut trouver deux polynômesQ1, P1 ∈ R[X] avecP (cos(ξ)) =∣∣Q1(e
−iξ)

∣∣2 P1(cos(ξ)) et tels que degP1 < degP . SoitN = degP , on peut toujours écrireP (cos(ξ)) =

eiNξP̃ (e−iξ). Alors si z0 ∈ C est une racine non-nulle de P̃ , comme P est un polynôme à coe�cients

réels on a toujours P̃ (z̄) = P̃ (z), on en déduit que z̄0 est aussi une racine de P̃ . De plus en notant

P (cos(ξ)) = f(e−iξ) on a que f et eiN ·P̃ ont les mêmes zéros sur le cercle unité et c’est donc aussi

le cas sur le plan complexe d’après le principe de zéros isolés. On en déduit en particulier que si z0 est

une racine de P̃ alors 1/z0 et 1/z̄0 en sont aussi. Finalement on peut écrire

P̃ (z) = (z − z0)(z − z̄0)(1− zz0)(1− zz̄0)R̃(z)

et alors

eiNξP̃ (e−iξ) = ei(N−2)ξ)
∣∣∣(e−iξ − z0)(e−iξ − z̄0)∣∣∣2 R̃(e−iξ)

on a queP (cos(ξ)) =
∣∣Q1(e

−iξ)
∣∣2 P1(cos(ξ)) oùQ(z) = (z−z0)(z−z̄0) etP1(cos(ξ)) = ei(N−1)ξR̃(eiξ).

On peut alors réaliser le même raisonnement sur le P1. Finalement on obtient le polynôme

Q(z) =
√
aN

N1∏
i=1

(z − zi)(z − z̄i)
N2∏
i=1

(z − ri) (14)

où aN est le coe�cients de plus haut degrés,N1 le nombre de racines complexes modulo la conjugaison

et N2 le nombre de racines réelles. �

Remarque 6.1. La démonstration lemme 6.1 est constructive est permet de déterminer explicitement

le polynôme Q.

On peut ensuite montrer ([5]) que le polynômes PN (x) =
∑N−1

k=0

(
N−1+k

k

)
xk est solution de

(13) et de plus PN (x) > 0 pour tout x ∈ [0, 1]. On peut alors appliquer le lemme 6.1 au polynôme

P (sin2(ξ/2)) = P
(
2−2 cos(ξ)

4

)
et il existe donc un polynôme Q tel que

∣∣Q(eiξ)
∣∣2 = PN (sin2(ξ/2)).

On a alors que mN (ξ) =
(
1
2(1 + eiξ)

)N
Q(eiξ) véri�e les hypothèses du théorème 3.1, ce qui nous

permet d’en déduire une fonction d’échelle et une base d’ondelette à supports compacts. De plus en

dérivant mN on observe que ses N − 1 premières dérivées admettent un zéro en π et alors, d’après

la proposition 5.2, l’ondelette associée admet alors N − 1 moments nuls. La construction du polyôme

Q donnée dans la démonstration du lemme 6.1 permet de plus de déterminer les coe�cients (hk)k∈Z,

presque tous nuls, du �ltre d’échelle mN . On en trouvera les valeurs numériques approchées pour

N = 2, . . . , 10 dans [5]. On résume le résultat du raisonnement que nous avons mené dans le théo-

rème ci-dessous.

Théorème 6.1 (Daubechies). Pour toutN ∈ N∗ il existe un �ltre d’échellemN qui engendre une fonction
d’échelle φN dont le support compact, inclus dans [0, 2N−1], et telle que l’ondeletteψN qui lui est associée
est elle aussi de support compact, inclus dans [−N + 1, N ], et admettant N − 1 moments nuls.

Remarque 6.2. En plus de ce que nous avons déjà évoqué dans le théorème 6.1, I. Daubechies montre

dans [5] que les supports de la fonction ψN est minimal parmi les ondelettes à support compact ad-

mettant N − 1 moments nuls.
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(a) N = 2 (b) N = 4 (c) N = 7

Figure 4 – Ondelettes de Daubechies

7 Transformée en ondelettes rapide

La transformée en ondelettes rapide est un algorithme introduit par S. Mallat pour réaliser le calcul

numérique de le transformée en ondelettes. Comme dans le cas de l’algorithme en cascade pour le

calcul numérique de la fonction d’échelle (3.2, 4.1) on part des expressions

φ(x) =
∑
k∈Z

αkφ(2x− k), (15)

ψ(x) =
∑
k∈Z

βkφ(2x− k), (16)

où l’on a m0(ξ) =
∑

k∈Z αke
−ikξ

et m1(ξ) = e−iξm0(ξ + π) =
∑

k∈Z βke
−ikξ

.

Pour f ∈ L2(R) on note aj,n = 〈f | φj,n〉L2 et dj,n = 〈f | ψj,n〉L2 . On peut alors introduire les

relations (15) et (16) dans le calcul de ces quantités et on trouve

aj,n =
∑
k∈Z

2−1/2αk 〈f | φj+1,2n+k〉L2 = 2−1/2
∑
k∈Z

αk−2n 〈f | φj+1,k〉L2

= 2−1/2
∑
k∈Z

αk−2naj+1,k = 2−1/2α ∗ aj+1[2n],

dj,n =
∑
k∈Z

2−1/2βk 〈f | φj+1,2n+k〉L2 = 2−1/2
∑
k∈Z

βk−2n 〈f | φj+1,k〉L2

= 2−1/2
∑
k∈Z

βk−2naj+1,k = 2−1/2β ∗ aj+1[2n].

On est donc en mesure en partant d’une échelle J de calculer les coe�cients des échelles plus grossières

j < J en réalisant une successions de sous-échantillonnages et convolutions.

Pour la reconstruction on exploite le fait que Vj+1 = Vj ⊕⊥Wj , on a en e�et

φj+1,n =
∑
k∈Z
〈φj+1,n | φj,k〉L2 φj,k +

∑
k∈Z
〈φj+1,n | ψj,k〉L2 ψj,k.

En utilisant de nouveau les relations (15) et (16) et l’orthonormalité de la famille (φj+1,k)k∈Z on trouve

que

φj+1,n = 2−1/2
∑
k∈Z

αn−2kφj,k + 2−1/2
∑
k∈Z

βn−2kψj,k

ce que l’on peut réinterpréter par

aj+1,n = 2−1/2
∑
k∈Z

αn−2kaj,k + 2−1/2
∑
k∈Z

βn−2kdj,k.
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Pour ce qui est de l’initialisation de l’algorithme on suppose que l’on dispose d’une suite (γn)n∈Z
qui représente le signal que l’on souhaite décomposer que l’on suppose être la discrétisation d’un signal

continu avec un pas N = 2−J . En supposant (γn) ∈ l2(Z) on peut alors considérer la fonction

f =
∑
n∈Z

γnφJ,n

et on a alors f ∈ VJ . En reprenant les notations que l’on a introduit plus haut on a alors γn = 2JaJ,n,

ce qui nous permet alors d’appliquer la décomposition que nous avons présenté plus haut.

8 Ondelettes sur l’intervalle

Pour pouvoir appliquer la théorie des ondelettes à des situations concrètes il est important de

pouvoir l’appliquer à des fonctions dé�nies sur des intervalles bornés. Les manières les plus naturelles

de réaliser cet objectif sont soit de prolonger la fonction sur R par zéro, soit de périodiser la fonction.

Cependant dans les deux cas la fonction dé�nie sur R que l’on obtient est en général discontinue,

ce qui entraîne de grandes valeurs des coe�cients d’ondelettes au niveau de celles-ci. Nous allons

ici présenter deux autres méthodes qui sont plus satisfaisantes. La première consiste à symétriser la

fonction à analyser avant de la périodiser, ce qui permet d’obtenir une fonction continue. La seconde

est plus technique, le but est de construire une famille φk des fonctions indépendantes sur l’intervalle

et de dé�nir V0 le sous-espace qu’elles engendrent. L’objectif est alors de faire en sorte de reproduire

sur l’intervalle les propriétés principales des analyses multirésolution sur R. Dans les deux cas on se

contente ici de présenter les grandes lignes des constructions pour lesquelles ont pourra trouver un

traitement plus complet dans [4].

8.1 Symétrisation

Soit f ∈ L2([0, 1]), pour pouvoir réaliser l’analyse en ondelettes de cette fonction nous allons

construire une fonction f̃ dénie sur R telle que f̃(x) = f(x) pour tout x ∈ [0, 1] et telle que f̃ soit

continue en 0 et en 1. Pour cela il su�t de poser g(x) =

{
f(x) ∀x ∈ [0, 1],

f(−x) ∀x ∈ [−1, 0]
et il su�t alors

de dé�nir f̃ comme la périodisée de g. On note cependant que cette construction nous demande de

calculer des intégrales sur R, ce qui pose problème d’un point de vue numérique. Il nous faut donc

reprendre l’idée de la construction depuis un point de vue di�érent.

Nous allons supposer que l’on dispose d’une ondelette ψ qui décroît su�samment rapidement. On

pose alors ψ̃(x) =
∑

n∈Z (ψ(x− 2n) + ψ(2n− x)) pour tout x ∈ [0, 1]. On peut alors observer que∫ 1

0
f(x)ψ̃(x) dx =

∫ ∞
−∞

f̃(x)ψ(x) dx. (17)

Cette méthode présente l’avantage de ne pas introduire de discontinuités supplémentaires mais on ne

peut pas en général garantir que ce soit le cas pour les dérivées. Les raccords seront donc toujours

associés à des coe�cients d’ondelette arti�ciellement grands au niveau des bords de l’intervalle. Cette

méthode est cependant en général su�sante pour les applications en traitement du signal par exemple.

On trouvera un traitement plus complet dans [10] et [4].

8.2 Analyses multirésolution sur l’intervalle

On présente les grandes lignes de la construction proposée par Cohen, Daubechies et Vial dans [4]

telle que présentée dans [3]. On part d’une fonction d’échelle de Daubechies φ de support [0, L] et on

suppose de plus que la base orthonormée associée à φ engendre les polynômes de degrés inférieur àN .

On �xe alors deux entiersM1 ≥ 0 etM2 ≥ L et j su�samment grand pour que l’on ait 2−j(M1+M2+
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2L) ≤ 1. Sous ces hypothèses le support des fonctions φj,k pour M1 ≤ k ≤ 2j −M2 est contenu dans

[0, 1]. On souhaite à présent compléter la base de sorte à pouvoir engendrer les polynômes de degrés

inférieur à N sur [0, 1]. Pour cela on dé�nit les fonctions de bord

φ0j,p = 2j(1/2−p)
∑
k<M1

〈(·)p | φj , k〉L2 φj,k

et

φ1j,p = 2j(1/2−p)
∑

k>2j−M2

〈(1− ·)p | φj , k〉L2 φj,k

pour p = 0, . . . , N et où les sommes sont prises les k tels que le support des fonctions φj,k intersecte

[0, 1]. On dé�nit alors que Vj comme étant le sous-espace engendré par ces fonctions. Il su�t alors

d’orthonormaliser pour obtenir une base orthonormée de Vj . On peut de plus montrer ([3]) qu’avec

cette dé�nition on a bien Vj ⊂ Vj+1. On trouvera de plus dans [4] la construction des ondelettes à

partir de ces analyses multirésolutions et les démonstration démonstrations pour leurs propriétés de

régularité qui sont similaires à celles des ondelettes de Daubechies sur R. En particulier, en choisissant

convenablement la fonction d’échelle de départ, on peut obtenir des bases d’ondelettes admettant un

nombre arbitrairement élevé de moments nuls.

9 Application à la méthode de Galerkine

On considère le problème : trouver u ∈ C2([0, 1]) telle que{
−u′′(x) + u(x) = f(x) ∀x ∈]0, 1[,

u(0) = u(1) = 0.
(18)

où f est une fonction continue. On sait que trouver une solution à ce problème revient à résoudre le

problème variationnel : trouver u ∈ H1
0 (0, 1) telle que

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H1
0 (0, 1) (19)

où a(u, v) =
∫ 1
0 u
′(x)v′(x) + u(x)v(x) dx est une forme bilinéaire continue et coercive et L(v) =∫ 1

0 f(x)v(x) dx est une forme linéaire continue. La méthode de Galerkine consiste alors à approximer

la solution u ∈ H1
0 de ce problème par une solution uh d’un sous espace Vh de H1

0 , de dimension �nie,

du problème

a(uh, vh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh. (20)

Comme dans ce cas il s’agit d’un problème en dimension �nie on peut se donner une base (φi)1≤i≤N
de Vh où N est la dimension de Vh. La solution s’écrit alors uh =

∑N
i=1 uiφi et le problème est alors

équivalent à trouver des scalaires u1, . . . , uN tels que

N∑
i=1

uia(φi, φj) = L(φj), j = 1, . . . , N. (21)

On note alors A la matrice des (a(φi, φj))1≤i,j≤N , U = (u1, . . . , uN )> et F = (L(φ1), . . . , L(φN ))>.

Le problème (20) revient donc à résoudre le système linéaire

AU = F. (22)

Dé�nition 9.1. On dé�nit le conditionnement d’une matrice inversible A comme étant le réel

K(A) = ‖A‖‖A−1‖.

�
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Remarque 9.1. Le conditionnement d’une matrice inversible A s’interprète comme la sensibilité de

la solution du système linéaire AX = F aux perturbations de F . Il s’agit d’un réel supérieur à 1 et les

valeurs les plus proches de 1 sont associées à une plus grande stabilité de la solution.

Le sous-espace Vh les plus classique est le sous-espace des éléments �nis et la matriceA qui résulte

de ce choix admet un conditionnement en O(h−2) où h désigne le pas de la discrétisation de l’espace

des éléments �nis. Nous allons à présent montrer qu’en utilisant le sous-espace VJ d’une analyse mul-

tirésolution r-régulière pour r ≥ 1, la matrice A admet un conditionnent borné indépendamment de

J . On aura besoin du théorème suivant démontré dans [13]
1
.

Théorème 9.1. Soit (ψj,k)j,k∈Z une base d’ondelette issue d’une analyse multirésolution r-régulière.
Alors une fonction f ∈ L2(R) appartient à l’espace de SobolevHs(R) pour 0 ≤ s < r si, et seulement si,∑

j≥0
4js
∑
k∈Z

∣∣〈f | ψj,k〉L2

∣∣2 <∞.
De plus lorsque c’est le cas la norme

f 7→ ‖PV0(f)‖L2 +

∑
j≥0

4js
∑
k∈Z

∣∣〈f | ψj,k〉L2

∣∣21/2

est équivalente à la norme usuelle des espaces de Sobolev.

Meyer démontre le théorème précédent dans le cas des espaces de Sobolev dé�nis sur R, nous al-

lons cependant supposer que nous disposons d’une famille orthonormée (φ0,k)0≤k≤K engendrant une

analyse multirésolution (Vj)j∈Z sur l’intervalle [0, 1] et une base d’ondelette (ψj,k)j∈Z,0≤k≤K corres-

pondante, que l’on suppose su�samment régulière pour véri�er un résultat analogue au théorème 9.1.

On pourra trouver un début de justi�cation de ses hypothèses dans [10].

On revient à présent à la méthode de Galerkine. Pour obtenir des espaces de dimension �nie �xe

une borne inférieure à l’analyse multirésolution que l’on �xe par convention à V0 et pour simpli�er on

note ψ−1,k = ψ0,k. On va réaliser l’approximation dans l’espace VJ+1 qui admet (ψj,k)−1≤j≤J,0≤k≤N
pour base. Soit V = (c−1,0, . . . , cJ,N )>. On pose g =

∑
j,k cj,kψj,k. On a alors g ∈ VJ et d’après le

théorème 9.1 on a aussi g ∈ H1
et

M1

∑
j,k

4j |ck|2 ≤ ‖g‖2H1 ≤M2

∑
j,k

4j |ck|2 . (23)

De plus on a V >AV = a(g, g) et comme a est une forme bilinéaire continue et coercive on a aussi

0 < C1‖g‖2H1 ≤ ‖g‖2H1 ≤ C2‖g‖2H1 . (24)

On introduit alors la matrice diagonale D de taille (J + 1) × (N + 1) donnée par D(j,k);(j′,k′) =
2jδj,j′δk,k′ . On peut alors combiner les encadrements (23) et (24) on obtient que

M1C1‖V ‖22 ≤ V >D−1AD−1V ≤M2C2‖V ‖22. (25)

On en déduit �nalement que le conditionnement de la matrice D−1AD−1 est borné par

K(D−1AD−1) ≤ M2C2

M1C1
.

1. Il s’agit un premier exemple d’usage des ondelettes pour caractériser un espace fonctionnel, il existe des résultats

semblables pour beaucoup des espaces fonctionnels classiques, on en trouvera un certain nombre dans [13]
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